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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПО ТОРЦАМ 
МНОГОСЛОЙНОЙ РЕЗИНОКОРДНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 

ОБОЛОЧКИ 
Розглянуто задачу в’язкопружного деформування багатошарової резинокордної циліндричної 

оболонки. Розв’язок отриманий на основі метода скінченних елементів. Дану методику реалізовано 
у вигляді пакету прикладних програм «МІРЕЛА+». 

STRESS STATES FIXED ON TO END FACES SANDWICH RUBBER-
CORD CYLINDRICAL SHELL 

The problems of viscoelastic deformation sandwich rubber-cord cylindrical shell are reviewed. The 
solution is obtained on the basis of a finite element method. The given method realised as an application 
package «МІРЕЛА+». 

В современной технике довольно часто используются конструкции из ком-
позиционных материалов. Это обусловлено возможностью направленно регули-
ровать свойства материала при создании конструкции, оптимизировать проч-
ностные свойства конструкции, возможностью уменьшать материалоемкость 
без потери степени прочности и жесткости, а также улучшать эксплуатацион-
ные характеристики конструкции. Композиционные материалы широко приме-
няются в ответственных несущих конструкциях в различных областях совре-
менной техники: авиационно-космической, судостроительной, транспортном 
строительстве, ядерной технике, химической промышленности и др. 

Важным моментом при использовании композитов является разработка и 
применение методов, позволяющих рассчитывать напряженно-деформирован-
ное состояние (НДС) композитных конструкций при различных воздействиях. 

Моделирование НДС композиционных материалов связано с определен-
ными трудностями, к которым приводят анизотропные свойства материала, а 
также различные особенности при деформации вследствие использования в ка-
честве компонентов композита материалов с различными физико-механически-
ми и химическими свойствами. Построить математическую модель, которая 
учитывала бы все факторы, влияющие на механическое поведение композитной 
конструкции, довольно сложно, поэтому при моделировании вводят ряд гипотез 
и предположений, учитывающих основные свойства и позволяющих разрабаты-
вать аналитические и численные методы решения задач механики композитов. 

В частности, в работе [1] на основе реологической модели Фойгта получе-
ны аналитические зависимости в матричной форме для оценки НДС много-
слойного композиционного цилиндра при вязкоупругом поведении материала. 

Методом локального приближения представлено решение линейной задачи 
вязкоупругости для однонаправленных волокнистых композитов в работе [2]. 
Задача микромеханики сводилась к краевым задачам для выборки различных 
фрагментов структуры композита с периодическим расположением волокон. 
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В работе [3] предлагается итерационная методика уточнения вклада энер-
гии деформации поперечного сдвига за счет определения закона распределения 
поперечных касательных напряжений путем интегрирования уравнений равно-
весия при известных тангенциальных напряжениях. 

Также для решения задач линейной теории вязкоупругости предложен ме-
тод операторных ветвящихся цепных дробей [4]. 

В [5] разработан комбинированный метод возмущений для эффективного 
численного решения некоторых задач линейной ползучести. 

Данная работа является развитием методики предложенной в статьях [6-
10]. Эта методика разработана на основе метода конечных элементов и реализо-
вана в программном комплексе «МІРЕЛА+» [11]. При моделировании напря-
женно-деформированного состояния композиционных материалов используется 
гипотеза, согласно которой композит представляется в виде однородного анизо-
тропного тела, а его упругие характеристики выражаются через упругие посто-
янные матрицы и армирующего материала в зависимости от их объемных до-
лей. 

Для описания вязкоупругих свойств матрицы и армирующих волокон вос-
пользовались наследственной теорией Больцмана-Вольтерра [12], согласно ко-
торой модуль упругости матрицы и модуль упругости армирующих волокон 
принимают вид 
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где RR(t-) – разностное ядро релаксации материала матрицы; 
ER – модуль упругости материала матрицы; 
RС(t-) – разностное ядро релаксации материала армирующих волокон; 
EC – модуль упругости материала армирующих волокон. 
Связь между напряжениями и деформациями для анизотропного материала 

запишется на основе закона Гука: 

 ij ijkl
klC  , (3) 

где ij – компоненты тензора напряжений; 
Cijkl – компоненты тензора упругих постоянных; 
kl – компоненты тензора деформаций. 
Тензор упругих постоянных материала определяется через упругие посто-

янные структурных составляющих композита [10]. Заменим интегральным опе-
ратором Вольтерра (1) и (2) модуль упругости армирующих волокон CE  и мо-

дуль упругости матрицы RE  [12]. 

Согласно правилу смесей [13] продольный модуль упругости в системе ко-
ординат армирования рассчитывается по формуле 

 1 (1 )C C R CE E E      , (4) 
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армирования, характеризую-
щий относительное объемное 
содержание волокон; 
dC – диаметр волокон; 
h0 – толщина армированного 
слоя; 
iC – частота армирования. 
Поперечные модули упруго-

сти 2E  и 3E  на основе наследственной теории Больцмана-Вольтерра определя-

ются соотношениями 
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В системе армирования модули сдвига 12G  и 13G  принимают вид 
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где CG  и RG  – модули сдвига материала волокон и матрицы, 
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 С и R – коэффициенты Пуассона материала волокон и матрицы, соответ-
ственно. 

Соотношение для модуля сдвига 23G  с учетом (7) примет вид: 
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где KR = 3-4R. 
Воспользовавшись конечно-элементным подходом на основе вариационно-

го принципа Лагранжа [7], получим систему разрешающих уравнений с инте-
гральными операторами. 

Для нахождения решения проведем дискретизацию по времени. На основе 
модифицированного метода Ньютона-Канторовича предложен итерационный 
алгоритм решения задачи механики композитов в условиях вязкоупругого де-
формирования. 

Рассмотрим задачу о многослойной резинокордной цилиндрической обо-
лочке, защемленной по торцам, под воздействием внутреннего давления 
(рис. 1). Оболочка выполнена из каркасной резины 2И8338 (физические вели-
чины: ER = 4,4 МПа, R = 0,4, реологические параметры:  = -0,6,  = 1,1, 

0, 64  ) и полиамидного корда 23КНТС (физические величины: 
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Рис. 1 – Цилиндрическая оболочка, защем-

ленная по торцам, под воздействием 
внутреннего давления 
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EC = 1277,5 МПа, GC = 490 МПа). Диаметр волокон dC = 0,07 см, частота арми-
рования Ci  11 нитей/см, толщина резинокордной оболочки h = 0,456 см, внут-

ренний радиус оболочки R = 0,1 м, длина образующей L = 0,5 м, интенсивность 
внутреннего давления q = 0,15 МПа. Сетка разбиения 5910. 

 
–––– – упругое; 

–– –– –– – вязкоупругое решение 
Рис. 2 – Распределение радиальных 

напряжений при угле армирования 
0 

–––– – упругое; 
–– –– –– – вязкоупругое решение 

Рис. 3 – Распределение радиальных 
напряжений при угле армирования 
90 

Данная задача была решена в [12] без учета вязкоупругих свойств материа-
ла. При решении задачи с помощью рассмотренной выше методики были полу-
чены следующие результаты. На рис. 2, рис. 3 показаны радиальные напряже-
ния оболочки при углах армирования 0 и 90. На рис. 4 приведены распределе-
ния радиальных напряжений на поверхности оболочки при различных углах 
армирования материала. Как видно, с учетом вязкоупругости материала прояв-
ляется релаксация напряжений. В 
частности, радиальные напряжения 
уменьшаются на 20 %. Таким обра-
зом, решение задачи в вязкоупругой 
постановке позволяет более точно 
учесть свойства материала кон-
струкции и более адекватно описать 
ее поведение в сравнении с упругим 
решением. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ ПРОСТОРОВИХ 
НЕОДНОРІДНИХ ПРИЗМАТИЧНИХ ТІЛ З ТРІЩИНАМИ 

В статье выполнено обобщение методикивычисления коэффициентов интенсивности напря-
жений для пространственно неоднородных призматических тел с трещинами под действием дина-
мических нагрузок. 

RESEARCH OF FORCED VIBRATIONS OF SPATIAL HETEROGENEOUS 
PRISMATIC BODIES WITH CRACKS 

In paper generalization of a technique of scaling of factors of intensity of pressure for spacely non-
uniform prismatic bodies with cracks under act of dynamic loads is executed. 

Вступ. Для прямолінійних призматичних тіл розглядаються поздовжні ти-
пи тріщин, фронт яких збігається за напрямком твірної тіла (рис. 1). 

Для опису напружено-деформованого стану (НДС) в околі вершини тріщи-

ни застосовується система координат iy 
, пов’язана з фронтом тріщини, таким 


